ISTATISTIK I

Ders 11

Rassal Degiskenler ve

Olasilik Yogunluk ]
[ Fonksiyonu

Tanim 5.3.1: X, sekil 5.3.1 de gdsterilen ( —c0, 0o ) araliginda
tanimlanan surekli rasgele degisken olsun. Asagidaki kosullari
saglayan f(x) fonksiyonuna X rasgele degiskeninin olasilik
yogunluk fonksiyonu denir.

f(x) 1.f(x)=0, -o<Xx<oo

Z.T f(x)dx =1,

( f(x) egrisi altinda kalan ve x-

o - 0 ¢ d X ekseniile sinirlanan alan 1'e
Dagilimlan-ll oo 2
Olasilik Yogunluk ] ]
[ Fonksiyonu [ Ornek

d
P(c< X <d) :j f(x)dx f(x) egrisi,
c
x-ekseni ve x=c, x=d dogrulari ile sinirli alandur.

Plc<X <d)=P(c<X<d)=P(c<X<d)=P(c<X <d)
olduguna dikkat etmeliyiz.

f(x)
Strekli X rasgele degiskeninin
belli bir x degeri almasi olasihgi
sifirdir.

P(X=x)=0

Ornek 5.3.1: f(x)=1, 0<x<1 olasilik yogunluk fonksiyonu

verilsin. Asagidaki olasiliklari bulunuz.

a) P(0,25<X<0,75)
b) P(X>0,25)




Céziim

x=0, x=1 dogrulari, f(x)=1 dogrusu ve x-ekseni tarafindan

sinirlanan bélgenin alani 1°dir.

Ornek

Ornek 5.3.2: X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,
f(x)=1-x/2, 0<x<2 asagidaki sekilde verilmistir.

a) P(0<X<1)

b) P(1<X<2) olasiliklarini bulunuz.

f(x) a) P(0,25<X<0,75)=1. (0,50)=0,5
(uzunlugu 1, genisligi 0,50 olan dikdértgenin f(x)
fx)=1 alanidir. )
b) P(X>0,25)=1.(0,75)=0,75
(uzunlugu 1, genisligi 0,75 olan dikdértgenin C
alanidir.
0,25 0,75 x ) B X
5 0 2 6
Cozium Ornek
Ornek 5.3.3: Belli bir tipteki elektrik ampullerinin dayanma
f(x) a) P(0<X<1) = OACD yamugunun alani sliresi (saat olarak) X olsun. X surekli bir rasgele degisken
=1/2 (OA+CD).OD
=1/2 (1,0+0,5).(1,0)=0,75 olmak Uzere Xin olasilik yogunluk fonksiyonu asagida
N verilmistir. @’yi bulunuz.
c
b) P(1<X<2) = DCB Ulggeninin alani a
B =1/2 (DB).CD — 1500 £ x <2500
| x =1/2 (1).(0,5) f(x)=1x
0 ° =0,25

0, x<1500 veya x> 2500




Cozum
A={x<1500} ve B={x>2500} olaylarina sifir olasiliklari karsilk
gelecektir. a’yi hesaplamak icin asagidaki esitlik kullanilirsa

a=7031250 bulunur.

Surekli Rasgele Degiskenin
Dagilim Fonksiyonu

Tanim 5.3.2: (Dagilim Fonksiyonu) X, f(x) olasilik yogunluk
fonksiyonuna sahip sirekli rasgele degisken olsun.

X’in dagilim fonksiyonu asadidaki gibi tanimlanir.

f(x)
o0 2500 o X
[ foodx= [ Sdx=1 \ FOO=P(X <= [ f(s)ds
o 1500 X %
X
0 1500 2500
Ornek Cozum
Ornek 5.3.4: X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk Goziim:
fonksiyonu asagida verilmistir. Birikimli dagihm fonksiyonunu F(x)
bulunuz. 0 x <0 ise
2x 0<x<l F(X)= j 2s.ds=x> 0<x<l ise 1 _
f(x)= 3 ‘
0, araligin disinda 1 x2>1 ise




Dagilim Fonksiyonunun ]
[ Ozellikleri

Teorem 5.3.1:

a) F azalmayan bir fonksiyondur.
Yani, x,<x, ise F(x,)F(x,) dir.

) lim F(x)=0 ve limF(x)=1

(Genellikle F(-0)=0 ve F(+w)=1 yazilir.)

Dagilim Fonksiyonunun ]
[ Ozellikleri

ispat:

a) A ve B olaylarini séyle tanimlayalim:
A={X=x,}, B={Xsx,}. O halde, x;<x, oldugundan A= B
yazilir. Teorem 4.2.1°den P(A) <P(B) dir.

P(A)=P(X <x)=F(x)
P(B)=P(X <x,)=F(x,)

yazilabileceginden F(x,)<F(x,) bulunur.

Dagilim Fonksiyonunun ]
[ Ozellikleri

ispat:

b) Surekli halde:

F(—0) = lim [ f(s).ds=0
F (+00) = lim j f(s).ds=1

dir. Kesikli halde ispat buradakine benzer.

Dagilim Fonksiyonunun ]
Ozellikleri

Teorem 5.3.2:

a) Sirekli X rasgele degiskeninin olasilik fonksiyonu f ve
dagilim fonksiyonu F olsun. Bu takdirde bitin x
degerlerinde tlrevi tanimli bir F fonksiyonu igin

f(x)=%(F(x>)

ve asb olmak Uizere herhangi a ve b gergel sayilari igin

P(a<X <b)=F(b)-F(a) du.




[ Dagilim Fonksiyonunun ]

Ozellikleri
Teorem 5.3.2:
b) X, x;<x,<... gibi sirali x;, X,, ... degerlerini alabilen

kesikli rasgele degisken olsun.

F(x), X'in dagilim fonksiyonu ise bu takdirde

f(x4)=F(x4) ve f(x)=P(X=x,)=F(x)-F(x,) dir.

[

Ornek 5.3.5:

F(x) =

Ornek ]

a) Dagilim fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.
b) P(2<X<6)
c) P(x=4) olasiliklarini bulunuz.

d) X'in olasilik fonksiyonunu yaziniz.

[ Coziim ]

a)  Fx
1 4 —
5/6 ¢ H
2/3
112 ¢ o
1/3 ¢ o—

[

Cozum ]

b) P(2 <X <6)=P(X<6)-P(X<1)

d)

51 3 1
=F@6)-F()==-—=Z=—
(6)-F@) 6 3 6 2
c) f(4)=P(X=4)=F(4)-F(3)=1/2-1/3=1/6
1 4 6 | 10
fix) | 1/3 | 1/6 | 1/3 | 1/6




Ornek

Ornek 5.3.6: Sirekli bir X rasgele degiskeni icin yogunluk

fonksiyonu asagida verilmistir. X'in dagihm fonksiyonunu

Céziim

Cozum: Dagilim fonksiyonunu asagidaki sekilde gosteririz.

0 x <0 i¢in
bulunuz 2
X 0<x<1 icin
X 0<x<1 igin F(x)= 2
2
f(x)=92-x 1<x<2 i¢in -2 1< x<2 icin
0 bagka yerde 2
1 X >2 icin
Cozim

F(x)’in elde edilisi:

I f (t).dt :jt.dt _t
0 ) 2

XZ
0= 5 0<x<1 igin

x.dx = 1 dir.
[xar=3

0
X 2 2 2

[t :[m—%] x :[2»"7]-[2-%}2»"2 % oldugundan
1

X
IX.dX =% in eklenmesiyle 1< x<2 i¢in
1

2 2
x_3 =2X 7X——1 olacaktir.

F()=1 + 2%
2 2 2 2 =




